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La présentation, Is lisibilité, Ia qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans N'appréciation des copies.

Probleme

Ce probléme a pour ohjet principal la modélisation d'un processus aléatoire ponctuel (discret) représentd par une
suit de variables aléatoires de Bernoulli. Ce modéle est ensuite approché par un modile continy, et dans Ia derniére
partie, on s'intéresse, dans un cas particulier, & l'adéquation de ce moddle conting au modéle discret imitial
Dans tout Je prohléme, ) désigne un nombre réel de l'intervalle ouvert |0, 1]

Partie I : Modiéle discret.

On suppose donnée une suite (Xp)neny de variables aléatoires de Bernoulli, définies sur un espace probabilisé
(1,.A, P). Pour tout n de K, on note p, le paramétre de la variable aléatoire P

On suppose que py appartient & Iintervalle ouvert [0, 1] et que pour tout n de M, on a les probabilités conditionnelles
Euivantes ;

Pi,eiyiXnsa =1 =P(Xa=1)=py &t Fu=piXan=1) =P, =1)=4p

I0n rappelle que la probabilité conditionnelle Py(B) peut anssi se noter P(B/A)|

1. (a) Montrer que pour tout entier nde N, on a: Prgr = (1= A8 + A
{b}) En déduire que pour tout entier nde M. on a: D<pp=l

2. (a) Montrer que la suite (pn)nen £5t convergent et déterminer sa limite.
{b) Onpose a=(1— Alpo+ A Etablir, pour tout 7 de M, Vinégalité : Tn £ 2.
En déduire que la série de terme géndral p, est convergente.

T
3. Pour tout n de IV, on définit la variable aléatoire ¥, par : Yo = % X et on note E{Y,} son espérance,
k=0

Justifier 'existence de la limite L de la suite (E(Y5 )] cn-

4. (a) Exprimer, pour tout . de M, la covariance Cot([AXy, Xes) de Xy et Xnyq en fonction de p, et poil-
Les variables X, et X, sont-elles indépendantes 7

(k) Montrer que lim (HH) = A,
B

et Fn
{¢}) Pour tout n de M, on note r, le coefficient de corrélation linéaire entre Kot Xps1:

__ CoolXn, Xan)
T VIRV X )

Exprimer ry, en fonetion de py, ef pata-

oi V désigne la variance

1-=A
Montrer que lorsque n tend vers +o0o, vy st équivalent i —-ﬁpﬂ

1/T?
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Partie Il : Simulation.

On rappelle que Ja fonction Paseal random simule une varfable aléatoire suivant une loi uniforme sur intervalle
[0, 1]

Soit W un entier naturel non ol et inférieur ou égal & 200,

On considére la suite finie des N + 1 variables aléatoires Xp, X7...., X vérifiant les conditions de la partie 1,
modélisée par l'arbre pondéré suivant, et on note encare ¥y = Xo+---+ Xy

On cherche b étudier cette zituation 4 1'aide du programme suivant

Frogram evaluation;
var lambda,pl @ real;

function bernoulli(p:real):integer;
begin
if random <= p then bernoulli =1 else Dernoulli :=0;
end;

function simulation{N:integer):integer;
var ¢,i,x @ imteger; a,p,q :raal;
begin
p:=pl; x:=bernoullilpl; ci=x;
for 1:=1 to N dd
begin
9:=F4
if x=0 them g:=pslambda;
xi=bernoullilq); c:i=ct+x; p:= (1-lambda)sp+p + lambda * p;
and
gimulation:=c;
and;

var y,k, N :integer ; T: array[0..200] of integer; begin
readln{lambda) ;readln{pl};readln!l) ;randomize;
for k:=0 to N do T[k]:=0;
for ki=1i to 10000 dao
begin
yi=simulation(N}; Tlyl := Tlyl+1i;
and;
for k:=0 to N do
begin
write(T[k]d: writel! *):
end;
readln;
end.

1. Expliquer e résultat rendu par la fonelion berneulls.

2. Expliquer le fonctionnement de la fonction sisulation el donner en particulier la signification du régultat
rendmn.

3. Lé programme evaluation permet de simuler une variable aléatoire. En se référant & la loi faible des grands
nomhbres, quelle loi de probabilité peut-on simuler grice & ce programme?

Partie I11 : Modéle continun.

soit £ tel que 0 < £ < 1 et soit T un réel strictemnent positif. Pour tout ¢ de [0;7], on définit une variable
aléatoire X(t) sur un espace probabilisé {12, 4. P} qui suit une loi de Bernoulli de paramatre i), c'est & dire que
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s plt) = P{X(1] = 1). On suppose que la fonction p est définie et dérivable sur [0, T, de dérivée p', et vérifie la
relation :

Vie [0,T]  pot)={(1—£)p(t)(p(t) — 1)
On note p{l)) = py et on suppose que jn appartient & Pintervalle ouvert |0, 1].
1. Soit f la fonction définie sur [0, T par f(t} = p(1) = =9, Montrer que f est croissante sur [0,T] et en

déduire que 1a fonction p ne s'annule pas sur [0 7.

== a1t
2. (a) Scit g la fonction définie sur [0, T] par : git) = “} . Exprimer ¢'(t) en fonction de £ et t et en
déduire qu'il existe une constante & telle que, pour tout ¢ de [0, 7], glt) = &+ ¥-1¢
i

{b) Montrer que, pour tout ¢t de [0,T), on a : pit) = T = gt

(c] Dresser le tableau de variations de p sur [0, 17 Sml; {C} la courbe représentative de p dans le plan

rapporté & un repére orthogonal. A quelle condition, portant sur py, la courbe () présente-t-elle un
pomt d'inflexion? Quelles sont alors les coordonnées de ce point?

4
3. Pour tout n € ", onnnote § = — et pour tout k € [0, n], t, = k.
T

Pour tout n € M, on définit Ia variable aléatoire Z, par; Z, = 3 X(ty), d'espérance E{Z,).
k=D
E(Zn)
n
m(T') dans la suite de cette partie.

B .
(a) Montrer que la suite ( ) est convergente et de limite — [ plf} dt. Cette limite sera notée
neM™

Ty

/ o
{b) Justifier la validité du changement de variable v = el1=4t dang l'intégrale | p(t) dt et en déduire que
]

I'cn a i
,EI:'L or

) = =7 f )

{¢) En déduire une expression de m(T") en fonction de pg, £ et T et montrer que , lorsque T tend vers +oc,

po et £ étant fizés, m(T) est équivalent 4 =0T 1[1_}]?]

Partie IV : Retour an modeéle discret.

1 1
Boit n un entier naturel non fixe. Avec les notations des parties T et ILL on suppose gque py = 3 o= 5 &t
T=2nl{l—Ak

1. Montrer que la fomction p définie dans la partie 111 est deux fois dérivable sur [0, T}, et montrer que pour
tout t de [0, T ()= %[2}:{1&} — 1)plt)(p(t) = 1) ob p" désigne la dérivée seconde de p.

2. On rappelle que pour tout & de [lkn], HL=Fki= k% et que p; a été défini dans la partie 1.
Pour tout k de [0, n], on pose e = p(ty) — ps.

# 452
{a)] Etablir, pour tout k& de [0, n — 1], Vinégalité suivante |  |[pltxq — p(te) — 0p'(t) < =
(h) Etablir, pour tout k de [0, n— 1], égalité ; plte} + dp'{te) — pra1 = skl — (1 — AN = plte) = )]
(c) En déduire, pour tout & de [0,n — 1], Uinégalicd suivante © |gppq] = %‘2 + %I:}- + 23|l

(d) Etablir, pour tout k de [0,n], 'inégalité : |si| € 6(1 — A).
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1 v 1
: - - | = Iz -=1].
3. Pour tout réel a tel que a > 18(1 — A), on pose : N(a) " (12“— Y 2)

{a) Vérlfier que pour tout réel a > 18(1 — A), on a N{a) = 0.
plte) = pe|

(b) Montrer que si n € N{a), alors pour tout k de [0, n]. on a: i) '| s o

{c) Memtrer que, pour a fixé, _11!}'5 N{a) = +oa

(d) Conclure sur la qualité de Mapproximation du modéle discret par le modele continu, lorsque A se
“rapproche” de 1.
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Université Then Toufail
EN.5.A de Kénitra
Cycle Préparatoire-S,

Statistiques et Probabilités

EXERCICE | : PROBABILITES (LOI MONOME) 8 points

Soit fy la fonction définie par:

nx" ! sixelon,l] | - .
oil n désigne un entier naturel non nul.

_ﬂ.frlr{

0 si non

1. Montrer que f,, est une densité de probabililé

2, On considére une variable aléatoire X, réelle dont une densité de probabilité est f,, on dit
alors que X, suirla loi mondme d'ordre n

a. Reconnaitre la loi X))

b. Dans le cas oi1 n est supérieur ou égal a 2 déterminer la fonction de répartition £, de
x, ainsi que son espérance E[X,] etsa variance VX,

3. Onconsidere deux variables aléatoires U, et V, suivant la loi mondme dordre A (7.= 2),
indépendantes.
On pose My, = sup(Uy, Vi) et Ty = inf{Lh, Vy).
a. Pour tout réel x, écrire I'événement (M, < x) & Taide des événements (U, < x) 2!
(Va = x).

b. Endéduire une densitéde M, Vérifier gue My, suit une loi mondme dont on donnera
l'ordre, puis déterminer sans calcule E(Mpy)

c. Exprimer M, + T, en fonction de U, + V; , puis déduire, sans calcule d'intégrale la
valeur de F(T},)

d. lavariable aléatoire T, sult-clle une lod mondme?,

EXERCICE 2 : STATISTIQUES A DEUX VARIABLES & points

Le tableau ci-dessous donne en dirhams le montant des remboursements annuels y; effectuds
de 2007 & 2011 par un ménage, & la suite de divers emprunts :

; Anndée 2007 | 2008 | 2009 | 2010 2011 |
| Rang x; de'année I | 2 | 3 | 4 5 |
| ¥i 609 | 7602 | 98170 | 11155 15385 |

1. Construire le nuage de points M; [x; ; y,}, avec f compris entre 1 et 5, associe i cette série
statistique. On prendra comme unité graphique 2 cm pour 1 en abscisse et 1 cm pour
I 000 dirhams en ordonnée.

On commencera les graduations au point de coordonnées (0 ; 60040).
2. Onpose, pour i variantde 14 5, z; = In y;.
a. Calculer z; en arrondissant les valeurs & 1072 prits.
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b. Déterminer une égquation de la droite d'ajustement de z en x, obtenue par la mé-
thode des moindres carrés. Les coefficients obtenus seront arrondis au centiéme,

¢. Endéduire quel'on peut écrire une relation entre y et x souslaforme: y= AeBT avec
Acet B des réelles & déterminer
d. Ensupposant, que cet djustement reste valable en 2012, estimer le montant des rem-
boursements annuels de ce ménage en 2012, arrondi au dirhams.
3. Ce ménage disposait de 50000 DH de revenu annuel en 2010. On estime que son revenu
annuel augmente de 2 % par an.
La bangue alerie ses clients lorsque le montant des remboursemenis des emprunts dé-
passe le tiers du montant des revenus,
En quelle année la bangue alertera-t-elle ce ménage 7 Justifier.

EXERCICE 3 : STATISTIQUES A UNE SEULE VARIARLE & points

Des gendarmes ont effectués un contréle de vitesse sur le bord d'une route nationale, et ont
relevés les résuliats suivants.

| Vitesse 50 ; 701 70 ;90[ | @o;u0f | T (110:130]

| Effectif 20 G0 | 15 | 5

1. Déterminer la population et le caractére étudié,

2. Calculer La vitesse moyenne des automobilistes contrales.

3. a Donnerle tableau des réquences cumulées.
b. Calculer la médiane ; premier et troisiéme quartile de cette série.
€. Construire la boite & moustache pour cette série.

4. la distribution étudiée est-elle asymétrique ?

212




